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Collen® 1 — Evn, suites et séries

Lycée Condorcet
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Exercice 1.

Soit E I'ensemble des suites a@ = (ap)en € CN telles
que la série ) a, soit absolument convergente. Pour
tout a dans E, on note :

+00
lall =Y lanl.
n=0

1. Etablir que (E, ||-]l) est un espace vectoriel normé.

2. Onnote

F= {LI: (an)nen € E

+00
Y an= 1}.
n=0

Le sous-ensemble F est-il :
2.a. une partie convexe ?
2.b. ouvert dans (E, ||-])) ?
2.c. fermé dans (E, |-|) ?

2.d. borné dans (E,|-||) ?

Exercice 2.

Soit
E={u=(up)nen € RN | u bornée}.

Pour tout u € E, on pose

lull = supluy|.
neN

1. Etablir que (E, |-||) est un evn.

2. Onnote
F={u=(up)nen€RV| lim u,=0}.
n—+oo

2.a. Justifier que F c E.

2.b. Lensemble F est-il fermé dans (E, ||-]|) 2

Exercice 3.

Soit E = 4°([0,1],R) et F={f € E | f(0) = 0}.

1. Si N désigne une norme sur E, prouver que F est
une partie fermée ou dense de (E, N).

2. Donner un exemple de norme sur E pour laquelle
F est une partie fermée de (E, N), puis un exemple de
norme sur E pour laquelle F est une partie dense de
(E,N).
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Exercice 4.

On note E I'ensemble des fonctions f : [0,1] — R
continues. Pour tout f € E, on pose

1
N(f):\/fo f2(ndt.

1. Prouver que N est une norme sur E.

2. Comparer N et la norme infinie.

Exercice 5.

Soit a = (ar)ren Une suite de nombres complexes.
Pour tout polynéme P = ¥ ;. pi X* de C[X], on pose

Na(P) =) |agpkl.
k

A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur
al’application N, est-elle une norme sur C[X] ?

Exercice 6.

Soient E un espace vectoriel sur K = R ou C muni de
deux normes Nj et N, ayant des boules unité fermées
égales. A-t-on N1 = N, ?

Exercice 7.

Déterminer le comportement asymptotique de la
suite de terme général

Exercice 8.

Soient (u#;,) 1=0 €t (V) n=0 deux suites de nombres réels
telles qu’il existe deux entiers naturels impairs p et gq
vérifiant

lim (up+v,) = lim (W’ -vH=0
n—>+oo( n n) n—-+oo( n n)

Etablir que lim u,= lim v, =0.
n—+oo n—+oo
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Exercice 9.

Soient a > 0 et (1) >0 la suite définie par
Uo =a

Uy +u’

Un+l = —(
2

On suppose que (uy) ;=0 converge vers 0.

1. Quediredea?

2. Prouver la convergence de (2" - uy) ;50 vers un réel
¢ strictement positif.

3. Trouver un développement asymptotique de u, a
deux termes.

Exercice 11.

1 n-—1
1. uy,=exp|cosh|—||-a- ouaceR;
= (cosh| =)y 5

2. u, =sin (n\/ n2+ 1);

(-1"

3. Up=—o———= avec a € R*;
(=1)"n%* + n@
4 —1 ;
- Un= ptan(r/4+1/n)
(-n"
5. uy=

ntan(n/4+1/n) ;

Exercice 12.

Pour tout entier naturel 7 non nul, on pose

bo=Y (-D"k

k=1
1. Trouver un équivalent de b,,.
2. Montrer que (b + by+1) =1 converge vers une li-
mite strictement négative.
1

3. Déterminer la nature de la série ) _ 5
n

http://lkcz.free.fr

Déterminer la nature de la série Y u,, dans les cas suivants :
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Exercice 10.

Trois moyennes...

1. Soient a, b et ¢ dans R}. Montrer que

3 3 a+b+c
— < Vabcs ——
1/a+1/b+1/c 3

2. Soient (ap)n=0, (bp)nso €t (cn)nso définies par
(ao, bo, o) € (Ri)s et

an+by+cy
an+1 = T
vneN, < by = \3/ anbncn
c _ 3
"1 Van+1/bp +1/cy,

Montrer que (a,)n=0,(bn)n=0 €t (cp)n=0 convergent
vers la méme limite.

6. u,=¢nn)+afnn+1)+bén(n+2)ou(a,b) cR?;

7. Up= sin(n (2+ \/§)n),

T dt .

8. u,= — S - oua>0;
0o 1+ (nm)%sin“(1)
0< u0<%

9. u,= ;
Vn=0, uy+ =sin(uy,)

1

10 un = G T CDne

oul0<a<l.

Exercice 13.

Soit a € R. Pour tout entier naturel non nul n, on pose

0 si9figure dansI'écriture décimale de n

U, =
n 1 .

— sinon

na

1. Discuter la nature de la série Y u,.

2. Méme question en remplacant 9 par un autre

chiffre.
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Exercice 14.

Soit a > 0. Etudier la nature de la série de terme géné-

1ol
ral uy, =a'*2t"u,

Exercice 15.

Soit p € N\ {0, 1}. Etablir la convergence et calculer

Jio 1
n=o ("’

Exercice 16.

Soit (x5,) n>0 une suite de réels strictement positifs telle
que la série }_ x, diverge. On note (X)) ,=0 la suite des
sommes partielles de }_ x,. Montrer que la série ). f(—':l
diverge.
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Exercice 17.

Soit (#,)n>1 Une suite positive décroissante qui tend
vers 0, on pose

n n
Sp=) ur et Tp=) k(ug—uUs1)
k=1 k=1
1. Calculer T, en fonction de S;,.

2. Montrer que les séries }_ u, et Y n(u, — uy+1) sont
de méme nature et que, si elles convergent, elles
convergent vers la méme somme.

3. Soit p € N*. Prouver la convergence et calculer
+00 1

>

o hn+D)(n+2)---(n+p)
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