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Exercice 1.

Soit E un R-ev de dimension n et u € £ (E).

1. Etablir que u est un isomorphisme de E si et seule-
ment si

Yve Z(E), (uovou)= (v=0).
2. On pose rg(u) = p. Déterminer la dimension de
Ly,={ve Z(E)| vouov =0}

Que retrouve-t-on ?

Exercice 2.

Soient E un R-ev de dimension finie et u € .Z(E). Eta-
blir que la suite
k+1

rg (k) —rg (™) peny

est décroissante.

Exercice 3.

Soit E un R-ev de dimension n, p e N* et u € £ (E) tels
que uP =0etuP~! #0.

1. Etablir querg(u) = p—1.

2. Montrer que, pour tout k < p,
dim (Ker (u*)) < kdim (Ker (w)).

3. En déduire que

n

n—rg(u) S P

Exercice 4.

Soient f et g dans .Z(R?) telles que

fP=g"=0et fog=gof.

Calculer fog.

Exercice 5.

Soient E un R-ev de dimension finie et f € Z(E).

Montrer que si tr(f) = rg(f) = 1, alors f est un pro-
jecteur de E.
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Exercice 6.

Soient 0 < p < n, f € Z(R",RP) et g e Z(RP,R") tels
que fog=idgp.

1. Calculer rg(f) etrg(g).

2. Quelle est la nature de 'endomorphisme go f de
R" ?

Exercice 7.

Soient E un K-ev de dimension finie, f et g deux en-
domorphismes de E.

1. Etablir que

dim (Ker(f o g)) < dim(Ker(f)) + dim (Ker(g)).

2. Montrer que I'inégalité précédente est une égalité
si et seulement si Ker (f) c Im(g).

Exercice 8.

Soient n =1, ay,...,a, des réels deux a deux distincts
et non nuls, et, pour tout 1 < i < n, L; la forme linéaire
définie sur E = R,,_[X] par

a;
VPEE, L,-(P):f P(u)du.
0

Montrer que (Ly,...,L;) estlibre.

Exercice 9.

Soient A et B dans 1, (C) et M € M, (C) définie par

A A
M_(AA+B)'

1. Déterminer le rang de M en fonction de ceux de A
et B.

2. En cas d’inversibilité, exprimer I'inverse de M en
fonction de A et B.

Exercice 10.

Soient A, B, C et D appartenant a 91, (R) et

A|B
-l
On suppose que A € GL, (R). Etablir que

1g(M) = n sietseulementsi D= CA™'B.
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Exercice 11.

Soit A € 91, (R) de rang r. Montrer que rg(A) = rg(AZ)
si et seulement si A est semblable a une matrice du
type

(A’ ()%

!
0, (Dn) avec A € GL,(R).

Exercice 12.

Déterminer les éléments propres de la matrice sui-
vante :

01 ...1
o
m=|10 €M, (R).
RN |
1...10

Exercice 13.

On note R[X] I'espace vectoriel des fonctions poly-
nomes a coefficients réels. A tout P € R[X], on associe
la fonction

+o0o 2
(p(P):x-—>f e " P(x+dt.
—00

1. Préliminaires.

1.a. Montrer que pour tout P € R[X], pour tout (a, b) €
RZ
p) (a)

k!

+00
Ph)=Y (b-a)f
k=0

1.b. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R[X].

2. Expression de ¢ en fonction de l'opérateur de dé-
rivation. On note D 'endomorphisme de R[X] qui a
toute fonction polynéme P associe sa fonction poly-
nome dérivée P’.

2.a. Montrer qu’il existe une suite de réels (an)nen,
que I'on explicitera, telle que, pour tout P e R[X], on a

+00
@(P)= Z an,D" (P).
n=0
(D" désignant l'itéré n-ieme de D, ie DY =1d,D? =

DoD,...).

2.b. Déterminer la valeur des a,, en fonction de n et
de
+o00o 2
f e "dt.
—00

3. Quels sont les éléments propres de ¢ ?
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Exercice 14.

Soient A et B dans 1,,(C) telles que AB—BA = A.
1. Montrer que A n’est pas inversible.

2. Etablir que, pour tout entier naturel k,
A*B-BA* = kA",

3. En déduire que A est nilpotente.

Exercice 15.

Soit a = (a)ren une suite de nombres complexes.
Pour tout polynéme P = ¥ ;. pi X* de C[X], on pose

No(P) = Y lagpel.
k

1. A quelle condition nécessaire et suffisante portant
sur a l'application N, est-elle une norme sur C[X] ?

2. On pose
VPeC[X], ¢(P)=P'.

Pour quelles suites a l'endomorphisme ¢ est-il
continu ?

Exercice 16.

On munit I'espace vectoriel réel E des fonctions conti-
nues de [0, 1] dans R de la norme un. Pour tout f € E,
on note u(f) I'élément de E défini par,

x€[0,1] — u(f)(x) :fo fde

Prouver que u est une application linéaire continue et

calculer sa norme.
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