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Exercice 1.

Soit E un R-ev de dimension n et u ∈L (E ).

1. Etablir que u est un isomorphisme de E si et seule-

ment si

∀v ∈L (E ), (u ◦ v ◦u) ⇒ (v = 0).

2. On pose rg(u) = p. Déterminer la dimension de

Lu = {v ∈L (E ) | v ◦u ◦ v = 0}.

Que retrouve-t-on ?

Exercice 2.

Soient E un R-ev de dimension finie et u ∈L (E ). Eta-

blir que la suite

(rg(uk )− rg(uk+1))k∈N

est décroissante.

Exercice 3.

Soit E un R-ev de dimension n, p ∈N
∗ et u ∈L (E ) tels

que up = 0 et up−1 6= 0.

1. Etablir que rg(u) Ê p −1.

2. Montrer que, pour tout k É p,

dim(Ker(uk ))É k dim(Ker(u)).

3. En déduire que

n

n− rg(u)
É p.

Exercice 4.

Soient f et g dans L (R2) telles que

f 2
= g 2

= 0 et f ◦ g = g ◦ f .

Calculer f ◦ g .

Exercice 5.

Soient E un R-ev de dimension finie et f ∈ L (E ).

Montrer que si tr( f ) = rg( f ) = 1, alors f est un pro-

jecteur de E .

Exercice 6.

Soient 0 < p É n, f ∈ L (Rn ,Rp ) et g ∈ L (Rp ,Rn) tels

que f ◦ g = i dRp .

1. Calculer rg( f ) et rg(g ).

2. Quelle est la nature de l’endomorphisme g ◦ f de

R
n ?

Exercice 7.

Soient E un K-ev de dimension finie, f et g deux en-

domorphismes de E .

1. Etablir que

dim(Ker( f ◦ g ))É dim(Ker( f ))+dim(Ker(g )).

2. Montrer que l’inégalité précédente est une égalité

si et seulement si Ker( f ) ⊂ Im(g ).

Exercice 8.

Soient n Ê 1, a1, . . . , an des réels deux à deux distincts

et non nuls, et, pour tout 1 É i É n, Li la forme linéaire

définie sur E =Rn−1[X ] par

∀P ∈ E , Li (P ) =

∫ai

0
P (u)du.

Montrer que (L1, . . . ,Ln ) est libre.

Exercice 9.

Soient A et B dans Mn (C) et M ∈M2n (C) définie par

M =

(

A A

A A+B

)

.

1. Déterminer le rang de M en fonction de ceux de A

et B .

2. En cas d’inversibilité, exprimer l’inverse de M en

fonction de A et B .

Exercice 10.

Soient A,B,C et D appartenant à Mn(R) et

M =

(

A B

C D

)

.

On suppose que A ∈GLn (R). Etablir que

rg(M) = n si et seulement si D =C A−1B.
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Exercice 11.

Soit A ∈Mn(R) de rang r . Montrer que rg(A) = rg(A2)

si et seulement si A est semblable à une matrice du

type
(

A′ On

On On

)

avec A′
∈GLr (R).

Exercice 12.

Déterminer les éléments propres de la matrice sui-

vante :

M =















0 1 . . . 1

1 0
. . .

...
...

. . .
. . . 1

1 . . . 1 0















∈Mn (R).

Exercice 13.

On note R[X ] l’espace vectoriel des fonctions poly-

nômes à coefficients réels. A tout P ∈R[X ], on associe

la fonction

ϕ(P ) : x 7−→

∫+∞

−∞

e−t 2

P (x + t)d t .

1. Préliminaires.

1.a. Montrer que pour tout P ∈R[X ], pour tout (a,b) ∈

R
2

P (b)=
+∞
∑

k=0

(b −a)k P (k)(a)

k!
.

1.b. Montrer que ϕ est un endomorphisme de R[X ].

2. Expression de ϕ en fonction de l’opérateur de dé-

rivation. On note D l’endomorphisme de R[X ] qui à

toute fonction polynôme P associe sa fonction poly-

nôme dérivée P ′.

2.a. Montrer qu’il existe une suite de réels (an)n∈N,

que l’on explicitera, telle que, pour tout P ∈R[X ], on a

ϕ(P ) =
+∞
∑

n=0

anDn (P ).

(Dn désignant l’itéré n-ième de D, ie D0 = I d ,D2 =

D ◦D, . . .).

2.b. Déterminer la valeur des an en fonction de n et

de
∫+∞

−∞

e−t 2

d t .

3. Quels sont les éléments propres de ϕ ?

Exercice 14.

Soient A et B dans Mn (C) telles que AB −B A = A.

1. Montrer que A n’est pas inversible.

2. Etablir que, pour tout entier naturel k,

Ak B −B Ak
= k Ak .

3. En déduire que A est nilpotente.

Exercice 15.

Soit a = (ak )k∈N une suite de nombres complexes.

Pour tout polynôme P =
∑

k pk X k de C[X ], on pose

Na(P ) =
∑

k

|ak pk |.

1. A quelle condition nécessaire et suffisante portant

sur a l’application Na est-elle une norme sur C[X ] ?

2. On pose

∀P ∈C[X ], φ(P ) = P ′.

Pour quelles suites a l’endomorphisme φ est-il

continu ?

Exercice 16.

On munit l’espace vectoriel réel E des fonctions conti-

nues de [0,1] dans R de la norme un. Pour tout f ∈ E ,

on note u
(

f
)

l’élément de E défini par,

x ∈ [0,1] 7−→ u( f )(x) =

∫x

0
f (t)d t

Prouver que u est une application linéaire continue et

calculer sa norme.
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