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Colle n® 3 — Séries de fonctions. Séries entiéres.
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Exercice 1.

Contre-exemple d’une fonction partout continue mais
nulle part dérivable.

Pour tout x € R, on pose

. 12 +o00
sm(’+x) et S =Y un(x).

n=0

Up(x) =
1. Soit y € R. Etablir I'existence de ¢ € {—1,1} tel que :

=1.

sin (y+£g) —sin(y)

2. Justifier 'existence de S(x) et montrer que S est
continue sur R.

3. Non-dérivabilité de S sur R. Soit a € R. Pour tout
neN, on choisit un €, € {-1,1} tel que

. 2 T . 2
s1n(n! a+en§) —sin(n!“a)| = 1.
On pose alors
EnTt =l ug(a+hy) - ur(a)
hy = PYRTE Sn =
2n! Pl hn

et
T yr(a+ hy) - ur(a)
rp= Z k I;ln k )

k=n+1

3.a. Montrer que

sp=0(n!) et r, =o0(n!).

3.b. Conclure.

Exercice 2.

Soient a < b, fy: [a,b] — R continue et :

vneN, Vxe€[a,b], fn+1(x):f fa(ndt.

Etudier la convergence de ). f;, et calculer sa somme.

Exercice 3.

Soient @ € R et n € N*. Pour tout x € [0, 1], on pose :
Up(x) =n%*x"(1-x).
Etudier le mode de convergence de la suite (u#),>1

puis de la série de fonctions ) _ u,,.
n=1
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Exercice 4.

Pour tous n e N et x € R, on pose :

—nx

Up\X) = —F—.
n(0) n?+1

1. Etudier le mode de convergence de Z Uy sur son
neN

domaine 2 de définition.

2. Etudier la continuité de la somme f = Z Up sur

neN
9.
3. Etudier la dérivabilité de la somme f= ) up.
neN

Exercice 5.

On pose :
+00
fa=Y e*vn
n=0

1. Déterminer I'ensemble de définition & de f.

2. Etudier la monotonie et la dérivabilité de la fonc-
tion f sur .

3. Montrer I'existence de deux réels a et b tels que :

a
f(x)()i;+b+o(1)

Exercice 6.

Soit n € N*. On note d(n) le nombre de diviseurs posi-
tifs de n. On pose, pour s € R,

+o0 1 +00 d
(=Y ~ et fl9=y 2
n:ln' n=1 n

1. Déterminer les ensembles de définition 7 et 7y
des fonctions { et f.

2. Donner une relation entre f et (.

3. Trouver un équivalent de f en so = inf(Zy).


http://lkcz.free.fr

Colle n°3 — Séries de fonctions. Séries entiéres.

Exercice 7.

Déterminer les rayons de convergence des séries enti
eres suivantes :

V2
1. Zn n+2nx2n;
n=0 n=0

2. Y a"z"; 4. Y (cos(1/m)" 2"

n=0 nz1

Exercice 8.

Convergence et calcul de la somme de la série sui-

vante :
+00 1

= B!
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Exercice 9.

On se propose d’étudier les séries entieres de la forme

p
Y T

n=1 n!
oupeN.

1. Déterminer le rayon de convergence de cette série
entiere.

2. Calculer la somme de cette série pour 0 < p < 3.

3. Prouver que, pour tout p dans N, il existe P € Z [ X]

tel que
n

+oox
VxeR, Y —n”=Px)-e".
n=0 n!

Exercice 10.

Soit (uy) n=0 la suite définie par uyp = 1, u; = 0 et pour
tout n positif,

4 Un
Up+2 =Up+1+—.
n+2

Calculer le rayon de convergence puis la somme de

Z U, x".

n=0
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