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Exercice 1.

Déterminer les rayons de convergence des séries enti

ères suivantes :

1.
∑

nÊ0

π

p
n2+2n x2n ;

2.
∑

nÊ0

an!zn ;

3.
∑

nÊ0

an zn! ;

4.
∑

nÊ1

(cos(1/n))n3

zn ;

Exercice 2.

Convergence et calcul de la somme de la série sui-

vante :
+∞
∑

n=0

1

(3n)!
.

Exercice 3.

On se propose d’étudier les séries entières de la forme

∑

nÊ1

np

n!
xn

où p ∈N.

1. Déterminer le rayon de convergence de cette série

entière.

2. Calculer la somme de cette série pour 0 É p É 3.

3. Prouver que, pour tout p dans N, il existe P ∈Zp [X ]

tel que

∀x ∈R,
+∞
∑

n=0

xn

n!
np = P (x) ·ex .

Exercice 4.

Soit (un)nÊ0 la suite définie par u0 = 1,u1 = 0 et pour

tout n positif,

un+2 = un+1 +
un

n+2
.

Calculer le rayon de convergence puis la somme de

∑

nÊ0

un xn .

Exercice 5.

Raton de convergence et calcul de la somme

f (x) =
+∞
∑

n=1

xn

n
cos

(2nπ

3

)

.

Exercice 6.

Etudier la convergence de
∑

nÊ1

un xn où

un =
n
∑

k =1

1

k
.

Calculer la somme.

Exercice 7.

Soit (un)nÊ0 la suite définie par u0 = 1,u1 = 0 et pour

tout n positif,

un+2 = un+1 +
un

n+2
.

Calculer le rayon de convergence puis la somme de

∑

nÊ0

un xn .

Exercice 8.

Convergence et calcul de

+∞
∑

n=0

n

(n+1)3n
.

Exercice 9.

Soit (E) : y ′−2x y = 1.

1. Déterminer l’unique solution f de (E) vérifiant

f (0) = 0.

2. Développer f en série entière.

3. En déduire la valeur de

n
∑

k =0

(−1)k
(n

k

)

2k +1
.
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Exercice 10.

Développer en série entière au voisinage de 0 la fonc-

tion fα définie par

x 7−→
1− x2

x2 −2x cos(α)+1
.

Exercice 11.

Soit (an)nÊ1 ∈R
N
∗

telle que
∑

a2
n converge. On pose

f (t)=
+∞
∑

n=1

an

n− t

où la variable t est réelle.

1. Préciser l’ensemble de définition de f .

2. Montrer que f est développable en série entière au

voisinage de 0.

3. On suppose que f est identiquement nulle sur
[

− 1
2

, 1
2

]

. Montrer que (an)nÊ1 est nulle.

Exercice 12.

Soit (un )nÊ0 vérifiant ∀n Ê 0 ,

un+3 = un+2 +un+1 −un .

1. Prouver l’existence d’un réel K > 0 tel que, pour

tout entier naturel n,

|un | É K n .

2. Prouver que le rayon de convergence de la série en-

tière
∑

k Ê0

uk xk

est non nul. On note S sa somme.

3. Calculer explicitement S(x) lorsque cette expresion

a un sens. En déduire l’expression de un en fonction

de n.

Exercice 13.

Pour tout entier naturel n non nul, on note tn le

nombre d’éléments σ de Sn telles que σ ◦σ = i d (on

dit que σ est une involution).

1. Montrer que le rayon de convergence R de la série

entière
∑

nÊ1

tn

n!
xn

est minoré par 1.

2. Calculer t1, t2 et t3.

3. Montrer que

∀n Ê 3, tn = tn−1 + (n−1)tn−2.

4. Calculer
+∞
∑

n=1

tn

n!
xn

pour tout −1 < x < 1.

Exercice 14.

Soit (pn)nÊ0 une suite strictement croissante d’entiers

naturels.

1. Pour x ∈ [0,1[, on pose

f (x) =
+∞
∑

n=0

xpn

Justifier cette définition.

2. On suppose la convergence de la série
∑

p−1
n . Mon-

trer que

(1− x) · f (x) −−−−→
x→1−

0
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	Solutions

