Mathématiques
2010 - 2011

Collen°® 6 — Topologie

Lycée Condorcet
MP*

Exercice 1.

Soit f : R — R continue. Prouver 1'équivalence des
propriétés suivantes :

L lim [f(0]=+oo;

2. VK compact, f ~1(K) est compact.

Exercice 2.

Soit X un compact convexe non vide d'un evn E et f
une application 1-lipschitzienne de X dans X.

1. Montrer que f admet au moins un point fixe.

2. Montrer que, si x et y sont des points fixes de f, il
existe un point fixe z de f tel que

1
lx—zll=lly-zl=3-lx=yl

Exercice 3.

Soit d € N*. Si K est un compact de R%, on appelle
point de condensation de K tout élément x de K tel
que, pour tout voisinage V de x, V n K n'est pas au
plus dénombrable. On note Ckx I'ensemble des points
de condensation de K.

1. Donner des exemples tels que Cx = &, Cx = K puis
I #Ck #K.

2. Montrer que Cg est fermé, K\ Cx est au plus dé-
nombrable et Ck est sans point isolé.

Exercice 4.

Soient E un evn et % un ouvert de E.

1. Soit (Fy) n»0 une suite de fermés emboités telle que

(\Foc%

n=0
Existe-t-il un rang a partir duquel F, c % ?

2. Méme question avec une suite (Kj);>o de com-
pacts emboités telle que

N\ Knc#%

n=0
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Exercice 5.

Soit u = (uy)ps0 € CN tel que Y u, soit absolument
convergente. Montrer que I'ensemble

K:{Zun|ACN}

neA

est une partie compacte de C.

Exercice 6.

Soient E un evn, K un compact non vide de E et f une
application de K dans K faiblement contractante i.e.
telle que

VX, ) eK?, x#y = If()—fMI<lx—yl

1. Montrer que f admet un unique point fixe a.

2. Soit (x,)z=0 une suite définie par

{ Xpe K
VneN, xp+1 = flxg)

Montrer que (x;) ;>0 converge vers a.

3. Prouver que I'application définie sur R par

fx)=V1+x?

est faiblement contractante. Qu’'en déduire ?

Exercice 7.

Soient (E,|-|) un evn, (r,) zen une suite de réels stric-
tement positifs, (a,) ,en une suite d’éléments de E et,
pour tout n €N, B, la boule fermée de centre a,, et de
rayon r,. On suppose que VneN, Byy1 < By.

1. Montrer que
VneN, llant1—anll <7h—rpn

2. Si E est un espace de Banach, montrer que

N

neN

est une boule fermée.
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Exercice 8.

Soient ¢ e Ret ¢p: [0,1] — [0, 1] une application conti-
nue avec ¢ # 1. Montrer qu’il existe une unique fonc-
tion f dans %1(10,1],R) telle que

{ fO=«a
Vxelo,1], f(x) = f(px)

On pourra utiliser 'opérateur noté T défini sur l'es-
pace E = %°([0,1],R) par

X

T(f)=g, 01‘1g:x€[0,1]—»a+f0 f(opm)dr

Exercice 9.

Soit X un espace métrique complet, A un espace mé-
trique, f une application de X x A dans X continue
et uniformément contractante par rapporta la seconde
variable, c’est-a-dire telle qu'il existe k € [0, 1[ vérifiant

YAEA, Y(x,y)eX?, d(fx N, f(N)<k-d(x,y)

1. Montrer que, pour tout A € A, 'équation f(x,1) = x
admet une unique solution notée g(A) et que 'appli-
cation g : AtoX est continue. Ce résultat est appelé
théoreme du point fixe avec paramétre.

REMARQUE- On attend ici une démonstration du
théoreme du point fixe!

2. Etablir que le systeme

1
X = 5~sin(x+y)+t—1

1 ( ) t+1
= —.cos(x—y)—t+—
Y 2 Y 2

définit une application r — (x(t), (1)) continue sur R.

Exercice 10.

Soient (E, ||-||) un evn sur R de dimension finie et K un
convexe compact de E qui contient E(O, 1). On sup-
pose que K est symétrique par rapport a 0. Montrer
que I'application définie par

v:E— R,
. X
x»—»lnf{/leRHZEK}

est une norme sur E.
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Exercice 11.

Une application f : E — F entre deux evn E et F est
dite ouverte (respectivement fermée) sil'image de tout
ouvert (resp. fermé) de E par f est un ouvert (resp.
fermé) de F.

1. Un polynéme P de C[X] définit-il une application
fermée de C dans C ?

2. Reprendre la question précédente en considérant
une fonction entiére, i.e. une fonction de C dans lui-
méme développable en série entiere en 0 avec un
rayon de convergence infini.

3. Montrer que tout polynéme P € C[X] non constant
définit une application ouverte de C dans C.

Exercice 12.

Soient (E, ||-]) un espace vectoriel normé, A une partie
non vide de E et

ds:xe E~ inf|x—al
acA

1. Montrer que d4 est 1-lipschitzienne.
2. Montrer que si A est convexe alors d 4 est convexe.
3. Onsuppose ici A fermée et E de dimension finie.

3.a. Etablir que
Vx€eE, Jac A, da(x)=|x-al

3.b. On suppose que x ¢ A. Montrer que a appartient
ala frontiere de A définie par :

0A=A\A
4. Pour tout x € E, on note
P(x)={ac A| da(x) = |x~all}

Montrer que si A est convexe alors P(x) est convexe.

5. Soient U un ouvert de E et K un compact non vide
de E inclus dans U. Montrer I'existence de p > 0 tel
que

VxeK, YacE\U, |x-al=p
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Exercice 13.

Soient E et F deux espaces de Banach.

1. Soit T : E — F une application linéaire continue
et « presque surjective», i.e. telle qu'il existe C > 0 et
0<a<1tels que

lxl<C
VyeF telque ||lyll<1, 3x€E,
ly—-TX)l<a

Montrer que T est surjective et plus précisément que

||x||<T
VyeF telque |yl <1, 3x€E, @

y=TX)

2. Montrer que 'ensemble .(E,F) des surjections
linéaires et continues de E sur F est un ouvert de
Z(E,F).

Exercice 14.

Soient E un evn.

1. Démontrer qu'en dimension finie, les compacts
sont exactement les fermés bornés.

2. Soit F un sev de dimension finie strictement in-
clus dans E. Montrer qu’il existe x € E unitaire tel que
dx,F)=1.

3. En déduire le théoréme de Riesz : 1a boule unité fer-
mée de E est compacte si et seulement si E est de di-
mension finie.

Exercice 15.

Soit I un segment de R et § une application de I dans
R’ . Une subdivision (a;) est dite §-fine lorsque pour
tout segment [a;, a;+1] de la subdivision, il existe un
point x; de ce segment tel que le segment soit inclus
dans [x; — 6 (x;), x; +06(x;)].

1. Montrer qu'il existe toujours une subdivision 6-
fine.

2. Soit F un compact de I. Montrer qu’il existe une fa-
mille finie de fermés F; dont F est réunion et telle que,
pour tout i, il existe i satisfaisant a

Fic[x; —6(x), x; +6(x;)]
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Exercice 16.

Soient E = R[X] et

+00 p%)o
N:PeE—~ N(P) = Z &
k=0 K

1. Montrer que N est une norme sur E.

2. Pour tout entier naturel 7 non nul, on pose

n sz
Pp=3) —5
k=1 k?
2.a. Lasuite (Py) 51 est-elle de Cauchy dans (E, N) ?

2.b. En déduire que (E, N) n’est pas complet.

Exercice 17.

Soit (E,|I[) un espace de Banach. On note || - || la
norme sur .2 (E) subordonnée a ||-||.

1. Prouver le théoréme de Baire : toute réunion de fer-
més de E d’intérieur vide est d’'intérieur vide.

2. En déduire le théoreme de Banach-Steinhaus : pour
toute suite (Ty) =0 d’éléments de .Z(E), on al’équiva-
lence des conditions suivantes :

(i) pourtout x€ E, sup ||T,(x)|l <+oo;
neN

(i) (NTxID =0 est bornée.

3. Une application : soit (ay,) =0 € C vérifiant
V(bp)ns0 € CY, Y |byl < +00 = Y lay - byl < +oo

Etablir que ) |a;| < +oo.

Exercice 18.

Soit (E, ||I-) unevn et f € E*.

1. Montrer que f est continue si et seulement siKer (f)
est fermé.

2. Onsuppose f #0et f continue. Montrer que

VxeE, d(xKer(f))= m;ﬁlﬂ

Quelle formule généralise-t-on ainsi ?
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