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Exercice 1.

Soit une fonction f:[0,1] — R de classe &' telle que
f(0) = f(1) = f(0) = 0. Prouver I'existence d’un point
du graphe de f distinct de l'origine en lequel la tan-
gente au graphe passe par |'origine.

Exercice 2.

Soit g:[0,1] — R de classe &* telle que:
g0)=g)=g'0)=g'1)=0.

Montrer que, pour tout x € [0,1], il existe ¢ €]0, 1] tel
que:

g
24

gx) = x*(1 - x)*

Exercice 3.

Soient f:R— R de classe ¥, n dans N* et
X1 <-:--<Xp

des réels. On note L le polyn 6me interpolateur de f
aux x;, pour i variant entre 1 et n. Etablir que :

(n)
Vx € [x1,x5], 1f(x)—L(x)|< ”fT"OO

ﬁ(x_xi)’
i=1

ol ||--+lleo désigne la norme infinie sur [x1, x,].

Exercice 4.

Soient f, g et h trois fonctions a valeurs réelles défi-
nies et continues sur un segment [a, b] et dérivables
sur ]a, b[. Montrer qu’il existe c €]a, b[ tel que

fl@ fb) f'(o
gla) gb) g'(0)
h(a) h(b) H (c)

=0

Exercice 5.

Soit f: [0, +oo[— R dérivable telle que f'(x) + f(x) ad-
mette une limite finie ¢ lorsque x tend vers +oo. Eta-
blir que

Jim oo =e.
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Exercice 6.

Soient f et g définies sur [a,b] (avec a < b) a va-
leurs respectivement dans un evn E et R, continues
sur [a, b] et dérivables sur |a, b| telles que :

vielabl, |f' (0] <g' (@)
Etablir que

|f(b) - f(@)| < g(h) - g(a)

Exercice 7.

Trouver les fonctions f de classe ¢ sur R telles que

V(x,y) ER?, fx+)+flx—y)=2-f0)-f)

Exercice 8.

Déterminer les fonctions f : [0,1] — [0,1] telles que
fof = f dansles cas suivants :

1. f estcontinue; 2. f estdérivable.

Exercice 9.

Soit f : [a,b] — R, a < b, dérivable sur [a, b] et telle
que f(a) = 0. Montrer que s'il existe a = 0 tel que, pour
tout x € [a, b], on ait

vxelabl, |f')]<a-|f)]

alors f est identiquement nulle.

Exercice 10.

Soit f, une application de classe ¢’ de R dans R telle
que, pour tout réel x,

fz(x) <a
le(x)+flIZ(x) <a

ol a est un réel strictement positif. Etablir que

VxeR, f2(x)+f%x) <a.
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Exercice 11.

Soit u € €' (R4, R) telle que

v 2012,

X

Soit £ > 0. Que dire de x°u(x) en +oo ?

Exercice 12.

Soit f : R — R dérivable telle que f>+ (1+ f')? < 1. Eta-
blir que f =0.

Exercice 13.

On note :
+00 1
X) = _
f@ ng’ln+n2x2

1. Montrer que f est définie et de classe ¢’ sur R*.

2. Déterminer des équivalents simples de f(x) en 0 et
+00.
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Exercice 14.

Pour tous neN et x € R, on pose :

—nx

Up(x) = ——.
n(x) n2+1

1. Etudier le mode de convergence de ) u, sur son
neN

domaine ¥ de définition.

2. Etudier la continuité de la somme f = ) u, sur

neN
9.
3. Etudier la dérivabilité de la somme f= ) up.
neN

Exercice 15.

Soient f: R — R et, pour tout entier naturel n,

D" f(x)
V1+n?- f(x)?

1. Justifier la convergence simple de

VxeR, u(x)=

+00
S=) un
n=0
sur R. La convergence est-elle uniforme ?

2. Montrer que si f est continue, S aussi. Etudier la
réciproque.
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