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Exercice 1.

Soit E un espace préhilbertien réel et (e1, . . . ,en ) une famille libre d’éléments de E . On note V le sous-espace de E

engendré par cette famille et on note

g (e1, . . . ,en )= det
(

(〈

ei |e j

〉)

1Éi , jÉn

)

1. Soit x ∈E . Etablir que

d(x,V ) =

√

g (x,e1, . . . ,en)

g (e1, . . . ,en )

2. Soient α1, . . . ,αn ,β1, . . . ,βn des réels strictement positifs. Etablir que

det

(

(

1

αi +β j

)

1Éi , jÉn

)

=

∏

1É j<iÉn

(αi −α j ) · (βi −β j )

∏

1Éi , jÉn

(αi +β j )

3. Soit (an)nÊ une suite de réel strictement positifs strictement croissante et, pour tout n ∈N, fan : x 7→ xan . Etablir

que la famille
(

fan

)

nÊ0 engendre un sev W dense dans C 0([0,1],R) muni de la norme deux si et seulement si la série
∑

1/an diverge.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur (an)nÊ0 pour que W +R ·1 soit dense dans C 0([0,1],R) muni de

la norme infinie.

Exercice 2.

Calculs d’orthogonaux.

1. Soit E = ℓ2(R) muni de son produit scalaire usuel.

Déterminer l’orthogonal du sev F des suites à support

fini.

2. Soit E = C 0([−1,1],R) muni de la norme deux

usuelles. Déterminer l’orthogonal du sev G des fonc-

tions polynomiales de [−1,1] dans R.

3. Même question avec

H =
{

f ∈E
∣

∣ f |[0,1] = 0
}

Exercice 3.

Soit E = ℓ2(R) l’espace des suites de réels de carré

sommable. Cet esdpace est muni de son produit sca-

laire usuel. On fixe α dans ]−1,1[ et on pose, pour tout

i ∈N
∗, ui =

(

αni
)

nÊ0.

1. Etablir que (ui )iÊ1 est une famille libre.

2. Calculer l’orthogonal dans E du sous-espace vec-

toriel

F = vect
(

ui , i ∈N
∗
)

3. Que peut-on en déduire ?

Exercice 4.

On note E = ℓ2(C) muni de son produit scalaire usuel.

Pour tout λ ∈C tel que |λ| < 1, on pose xλ = (λn)nÊ0.

1. Déterminer l’orthogonal de

F = vect (xλ, |λ| < 1)

2. Qu’en déduire pour F ?

Exercice 5.

Existence et calcul

I =

Ï

[0,1]2

d x d y

1− x · y
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Exercice 6.

Soit E l’espace des fonctions continues de R+ dans R telles que

x 7→ f 2(x) ·e−x

soit intégrable sur R+. On munit E du produit scalaire

〈

f |g
〉

=

∫

+∞

0
f (x) · g (x) ·e−x

1. Vérifier que 〈·|·〉 est bien un produit scalaire sur E .

2. Montrer l’existence d’une base (Ln)nÊ0 de R[X ] orthonormée et telle que, pour tout entier naturel n, Ln soit de

degré n et de coefficient dominant strictement positif.

3. Soit n ∈N
∗. Montrer l’existence de an ,bn et cn dans R tels que

X ·Ln = an ·Ln+1 +bn ·Ln +cn ·Ln−1

Quel est le signe de an ?

4. Soient (x, y) ∈R
2 et n ∈N. Etablir que

(x − y) ·
n
∑

i =0

Li (x) ·Li (y)= an ·
(

Ln+1(x) ·Ln (y)−Ln+1(y) ·Ln(x)
)
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	Solutions

