
Mathématiques

2010 - 2011
Colle no 13 — Séries de Fourier

Lycée Condorcet

MP∗

Exercice 1.

Soit f : R 7→ R une fonction 2π-périodique continue.

On note classiquement (an)nÊ0 et (bn)nÊ0 ses coeffi-

cients de Fourier.

1. Montrer que
∑

nÊ1

bn

n
converge.

2. Etablir que

+∞
∑

n=1

bn

n
=

1

2π

∫2π

0
(π− t) f (t)d t .

Exercice 2.

Soit a ∈R. On pose pour tout réel x,

g (x)=
1− x2

1−2 x cos(a)+ x2
.

En utilisant un développement en série entière de g ,

trouver le développement en série de Fourier de la

fonction

y 7→
1

1− (1/2)cos(y)
.

Exercice 3.

Soient α> 0 et, pour tout réel x,

f (x) =
1

cos(x)+cosh(α)
.

1. Développer f en série de Fourier.

2. En déduire la valeur de

In =
∫

π

−π

cos(nt)

cos(x)+cosh(α)
d t

pour tout n ∈N.

Exercice 4.

Soit f ∈C 1(R,C), 1-périodique. Déterminer f sachant

qu’existent c ∈C et d ∈R tels que

∀x ∈R, f ′(x) = c · f (x +d)

Exercice 5.

Déterminer les f ∈ C 4(R,R), 2π-périodiques et solu-

tions de

y (4) + y ′′+ y = |sin(x)|

Exercice 6.

Déterminer la suite (an) telle que

pour tout x ∈
[

0,
π

2

]

, x =
+∞
∑

n=0

an cos(2nx).

Exercice 7.

1. Former le développement en série de Fourier de la

fonction 2π-périodique paire f définie par f (x) = x

pour x ∈ [0,π].

2. Calculer les sommes des séries

+∞
∑

n=0

1

(2n+1)2
,

+∞
∑

n=1

1

n2
,

+∞
∑

n=0

1

(2n+1)4
et

+∞
∑

n=1

1

n4
.

Exercice 8.

Soit f : R→ C de classe C ∞, 2π-périodique, telle que

f ′(0) = 1 et

∀n ∈N, ∀x ∈R,
∣

∣ f (n)(x)
∣

∣É 1

Déterminer f .

Exercice 9.

Soit k > 0. Déterminer les fonctions f : R −→ R, 2π-

périodiques et de classe C ∞ telles qu’il existe M > 0

tel que ,

∀n ∈N, ∀x ∈R,
∣

∣ f (n)(x)
∣

∣É Mkn .
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Exercice 10.

Soit f :R−→R, 2π−périodique de classe C 1 telle que,

∫2π

0
f (t)d t = 0.

Etablir que,

∫2π

0
f 2(t)d t É

∫2π

0
f ′2(t)d t .

Etudier les cas d’égalité.

Exercice 11.

Soient α ∈ R \ Z et f la fonction 2π-périodique qui

coïncide avec la fonction

x 7−→ cos(αx)

sur [−π,π].

1. Calculer les cœfficients de fourier de f .

2. Montrer que

πα

sin(πα)
= 1+2α2

+∞
∑

n=1

(−1)n−1

n2 −α2
.

3. Soit α ∈]0,1[. Prouver que

∫+∞

0

tα−1

1+ t
d t =

π

sin(πα)
.

Exercice 12.

Pour tout t > 0, on pose

f (x) =
∑

k∈Z
exp

(

−
(k − x)2

2t

)

.

1. Montrer que f est définie, de classe C 1 sur R et 1-

périodique.

2. On rappelle que

∫

R

e−x2

d x =
p
π. Montrer que pour

tout u ∈R, on a

∫

R

e−
x2

2t eiux d x =
p

2πt e−
u2 t

2 .

3. Calculer les coefficients de Fourier de f .

4. Pour tout t > 0, on pose θ(t) =
∑

k∈Z
exp

(

−π
k2

t

)

.

Déterminer une relation entre θ(t) et θ
( 1

t

)

.

Exercice 13.

On considère

f : x 7→
+∞
∑

n=1

sin(nx)
p

n

1. Donner le domaine de définition de f .

2. Existe-t-il une fonction continue par morceaux et

2π-périodique dont la série de Fourier soit f ?

3. Montrer que la fonction définie par

g : x 7→
+∞
∑

n=1

cos(nx)

n ·
p

n

est bien définie et continue sur R. Est-elle de classe

C 1 ?

Exercice 14.

Soit a ∈ ]0,1[.

1. Soit f une fonction impaire et 2π-périodique telle

que

∀x ∈ ]0,π[ , f (x) = sin(a ·x)

Déterminer les coefficients de Fourier de f .

2. En déduire le développement en somme de frac-

tions rationnelles de

g :
]

−π

2
, π

2

[

−→ R

u 7−→ cos(u)
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	Solutions

