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Exercice 1.

Soit f € CLR,C), 1-périodique. Déterminer f sachant
qu’existent c € C et d € R tels que

VxeR, f'(x)=c-f(x+d)

Exercice 2.

Soit f:R — R de classe €°, 2n-périodique, telle que
flo)=1et

vneN, VxeR, [f™@)|<1

Déterminer f.

Exercice 3.

On considere

% sin(nx)

n=1 ti

1. Donner le domaine de définition de f.

fix—

2. Existe-t-il une fonction continue par morceaux et
2n-périodique dont la série de Fourier soit f ?

3. Montrer que la fonction définie par

1 cos(nx)
r;l n-yn

est bien définie et continue sur R. Est-elle de classe
€12

gix—

Exercice 4.

Morphismes de Z/pZ dans Z/qZ

1. Soient j : G — H un morphisme entre deux
groupes abéliens et g un élément de G d’ordre fini n.
Etablir que j(g) est d’ordre fini et que son ordre divise
n.

2. Déterminer les morphismes de Z/7Z dans Z/13Z.

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour
qu’il existe un morphisme non constant de Z/ pZ dans
ZlqZ.

4. Déterminer alors le cardinal de I'ensemble de ces
morphismes.
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Exercice 5.

Caractériser les groupes dont 'ensemble des sous-
groupes est fini.

Exercice 6.

On pose
G={x+y\/§|x€l\|, yez, x2—3y2=1}

1. Montrer que G est un sous-groupe de (R%, x).

2. Etablir que G est monogene.

Exercice 7.

Déterminer, a isomorphisme prés, les groupes com-
mutatifs de cardinal 6.

Exercice 8.

Soit (G, %) un groupe fini d’élément neutre e et p un
diviseur premier de |G|. On note

A={(x1,...,xp) EGP | x1 % -k xp = €}

et
¢: GP —GP
(xly---,xp) — (xp,xly---,xp—l)

Pour tout X € G, on note
w(X) = {cpk(X) ke N}

1. Dénombrer A.
2. Dénombrer w(X) pour tout X € G”.

3. En déduire que G contient au moins un élément
d’ordre p.
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Exercice 9.

Soit p un nombre premier. On note
Zp=1alb|(a,b)€ZxN" et p [b}

et
Jp=1{alb|(a,b)eZxN",p | aetp yb}.

1. Montrer que Z), est un sous-anneau de Q.
2. Montrer que Jp, est un idéal de Z,.

3. Etablir que tout idéal de Z,, autre que Z, est inclus
dans Jp.

4. Déterminer les idéaux de Z,.

Exercice 10.

Soit A un anneau commutatif tel que, pour tout idéal
I de A et pour tout (x, y) € A%, on ait

xyel=xelouyel.

Montrer que A est un corps.

Exercice 11.

Soit D I'anneau des nombres décimaux
D={xe€Q;3Inez/10"xe Z}.

Montrer que tous les idéaux de D sont principaux.

Exercice 12.

Soit A un anneau commutatif, on appelle radical d'un
idéal I de Al'ensemble

Vi={xeA;IneN/x"el.

1. Montrer que /I est un idéal de A.
2. Montrer que VVI=+V1.

3. Montrer que si I et J sont deux idéaux alors on a

VInVi=VInT et VI+]=\/VI+\/].
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Exercice 13.

Soit A un anneau commutatif, on dit que a € A est nil-
potent s'il existe n € N tel que a” = 0.

1. Montrer que 'ensemble des éléments nilpotents
de Aestunidéal.

2. Déterminer I'ensemble des éléments nilpotents de
Z/nZounz2.

3. Donner un exemple d’anneau non commutatif
dans lequel 'ensemble des éléments nilpotents n’est

pas un idéal.

Exercice 14.

Soit A un anneau tel que
VxeA, B =x

1. Montrer que Vx€ A, 6x=0.

2. Soient
Ar={xeA|2x=0} et A3={xe A|3x=0}.

Etablir que A= A, + As.

3. On souhaite établir que A est commutatif.

3.a. En déduire que Vx € Ay, x°=x.

3.b. Montrer que les éléments de A, commutent.
3.c. Etablir que les éléments de A3 commutent.

3.d. Conclure.

Exercice 15.

Soient K un corpset A=K x K.
1. Rappeler la structure canonique d’anneau de A.
2. Lanneau A est-il un corps ?

3. Déterminer les idéaux de A.
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