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Exercice 1.

Diagonaliser la matrice A = (a;,j)1<i,j<n définie par:

4= lsii=joui=1louj=1
»J 7] 0 sinon

Exercice 2.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur
n € N* pour qu'il existe M € 91, (R) telle que :

tr(M)=0 et M®>—M?>—-M-2I,=0.

Exercice 3.

Soient0< a; <...<ayet

0 a» as ... ap—1 an

ar 0 az ... ap—1 ay

ay ax 0 ... au—1 ay
M=

ay a az ... 0 ay

ay ap as ... Ap—1 0

1. Soit A € R. Prouver que A est valeur propre de M si

et seulement si
n ai

kzlal-+/l h

2. M est-elle diagonalisable ?

Exercice 4.

Soit, pour n € N*, M, la matrice de 91, (R) dont les
coefficients diagonaux sont 1,2,..., n, et les autres co-
efficients tous égaux a 1. On note P, le polynéme ca-
ractéristique de M.

1. Montrer que, pour tout entier naturel n = 2,
Ppii(X)=(n—-X)-Pp(X)+(-D"-X-(X-1)--- (X—-n+1)

2. Montrer que, pour tout entier naturel n = 2 et tout
entier naturel 1< k<n-1,ona (—l)k -P,, (k) >0.

3. En déduire que M, est diagonalisable sur R.
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Exercice 5.

Une CNS de diagonalisabilité

1. Soit A= (9 &) une matrice de 9, (R). Donner une
condition nécessaire et suffisante pour que A soit dia-
gonalisable sur R.

2. Soient p € N*, aj,az,...,azp des réels et A =

(@i,7) < j<2p 12 matrice de M, (R) définie par

a = a; sii+j=2p+1
Y7 10 sinon

Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que A soit diagonalisable sur R.

Exercice 6.

Soient a € R et n € N*. On pose :

An=( 1 a/n)

—aln 1

1. Soient ne N*, a € Ret
a n
zn=(1+i—) .
n

Etablir que

lim z, =e'*.
n—+oo

2. Etudier la limite de A}} lorsque 7 tend vers +oo.

Exercice 7.

Soient n € N*, A et B dans 91,(C) n'ayant aucune va-
leur propre en commun.

1. On note y 4 le polynéme caractéristique de A. Eta-
blir que y4(B) € GL,(C).

2. Soit X € M, (C) tel que AX = XB. Montrer que
X=0.

3. Démontrer que

VY e, (©), A1XeM,(C), Y=AX-XB.
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Exercice 8.

Soient u et v dans .Z(R") digonalisables tels que u® =

V3.

1. Montrer que u = v.

2. A-t-on la méme conclusion si ©% = v? ?

3. Généraliser ce résultat au cas u?"**! = p27m+1,

Exercice 9.

Soit A € GL,(Z) a valeurs propres complexes de mo-
dule majoré par 1. Montrer que les valeurs propres de
A sont des racines de l'unité et que A est diagonali-
sable.

Exercice 10.

Soient a un réel non nul et f 'endomorphisme de R®
dont la matrice dans la base canonique est

-1 a a
A=|1 -10
-1 0 -1

1. f estil diagonalisable sur R, trigonalisable sur R?

2. Trouver une base % de R® dans laquelle la matrice
de f soit égale a

-10 0
M=|1-10
0 1 -1

3. On se propose de généraliser cette étude en consi-
dérant, pour n = 2, les matrices de la forme

eM,[R)
DU P (|
D" 0 0 ...-1
avec a € R.

3.a. Etudier le cas ou a = 0 (diagonalisabilité ou, a dé-
faut, trigonalisabilité, comment obtenir une matrice
de passage).

3.b. Etudierle cas ol1 a #0.
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Exercice 11.

Soient n € N*, A et B dans 91,,(C).

1. Etablir que A est nilpotente si et seulement si
Visis<n, tr(A)=0
2. On suppose que
Vi<i<sn-1, tr(A)=0 et tr(A")#0

Montrer que A est diagonalisable sur C et inversible.

3. On suppose que
{1 eC| A+ AB estnilpotente }

contient au moins n + 1 éléments. Montrer que A et B
sont nilpotentes.

Exercice 12.

Pour toute matrice A de 0, (C), on note S(A) la classe
de similitude de A.

1. Etablir que A est diagonalisable sur C si et seule-
ment si S(A) est fermée.

2. Si A est diagonalisable, S(A) est-elle compacte ?
3. Si Aestinversible, montrer que S(A) < GL,(C).

4. Montrer que A est nilpotente si et seulement si O €
S(4).

Exercice 13.

Pour tout entier naturel n € N*, on note A, la matrice
de 1, (R) la matrice de diagonale nulle et dont, pour
tout 1 < j < n, les termes de la j-éme colonne autres
que le terme diagonal sont tous égaux a j.

1. Ecrire une procédure A(n) prenant en argument
n e N* et renvoyant la matrice A,.

2. Calculer les valeurs propres de A, pour n €
{2,3,4,10}.

3. Montrer que les valeurs propres de A, sont les so-
lutions de I'équation

n
2
k=1

=1
x+k

4. Lamatrice A, est-elle diagonalisable ?

5. Soit n = 2. On note x, 'unique valeur propre de
A, appartenant a ] —2,—1[. Etudier la monotonie et la
convergence de (x;) ;>2-

6. Donner un développement asymptotique a deux

termes de x;,.
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	Solutions

