Mathématiques

2. Déterminer a dans le cas général et calculer

n

L

1 gl

1

3. Montrer 'existence d'une telle famille.

Exercice 2.

Soient a, b, c des réels et

abc
A=|cab
bca

1. Montrer que A est une matrice de rotation si et
seulement si a, b et c sont les racines d'un polyndme
de la forme X3 — X2 + a ol1 a est a préciser.

2. Indiquer les caractéristiques de la rotation de ma-
trice A dans la base canonique.

Exercice 3.

Soient E un espace euclidien orienté de dimension
trois, a€ Enonnul et f : x € E — aA x. Déterminer

exp(f).

Exercice 4.

Soit E un espace euclidien de dimension trois orienté
et u € E unitaire. Soit

f:x€E— f(x)=(xluy-u+unx

1. Montrer que f est une isométrie de E.
2. Caractériser f.

3. Déterminer les isométries g telles que g2 = f.

Exercice 5.

Soit A= (a;,j)1<i,j<n € SO3(R). Simplifier

S =A-tuW?+ Y (aij-aj)

1<i<j<3
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Colle n° 20 — Formes quadratiques e Condorce*t
2010- 2011 MP
Exercice 1. Exercice 6.
Soient E un espace euclidien de dimension n = 2 et Soit A€ .%,(R) et
a €]0,[. On considere n+ 1 vecteurs uy,..., Uy+1 de E
. N . (mn)2
faisant deux a deux un angle a. é: (R")” —R
A X
1. Déterminer « lorsque n = 2. (X,Y) — —det (‘Y 0)

1. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique
sur R”.

2. A quelle condition nécessaire et suffisante ¢
définit-elle un produit scalaire sur R” 2

3. On pose
1 11 5 -4
A=—-|1 5 11 -4
12 -4 -4 20

3.a. Montrer que ¢ est un produit scalaire.

3.b. Donner la matrice dans la base canonique de la
projection orthogonale pour ¢ sur le plan d’équation
2x+y—-z=0.

Exercice 7.

Soit S une matrice carrée d’ordre n, a coefficients
réels, symétrique définie positive. Montrer que l'ap-
plication

0 x1...x
x 1 n
X1
q: | . |1—.
. : S
n xn

est une forme quadratique définie négative sur R”.

Exercice 8.

On considere sur R” la forme quadratique
g0 =a-|x|* + B-(xla)?

ol a > 0, B réel et a € R™. Déterminer une cns pour
que g soit définie positive.

Exercice 9.

Soit A€ M, (R).

1. Montrer que ‘A- A est la matrice d’'une forme qua-
dratique positive sur R”.

2. Déterminer sa signature en fonction de rg(A).
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Exercice 10.

On note {-|-) le produit scalaire canonique de R? et
|-l la norme euclidienne associée.

1. Soit g une forme quadratique définie positive sur
R2. Montrer l'existence d’une base (u,v) de R? telle
que

V(x,y) € R?, qx,y) = ||xu+yv||2

2. On note ¢ la base canonique de R?. Etablir que
det(w, v) = [ul®[v]* ~ (ulv)®

3. Soient (¢, v) une basede R et G=Zu+Zv.

3.a. Montrer que la distance de 0 a G\ {0} est réalisée
en au moins un vecteur de X de G.

3.b. Etablirl'existence de Y € R? tel que G=ZX+ZY.

Exercice 11.

Soient E un espace euclidien de produit scalaire noté
(-|-), a et b deux vecteurs de E et

¢:E— R
x — (x|a)-{x|b)

1. Quelle est la nature de ¢ ?

2. Donner les extrema de ¢ sur la boule unité de E.
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Exercice 12.

Soient E un espace euclidien de dimension n = 2, q;
et g2 deux formes quadratiques sur E, q; étant définie
positive. On note E* = E\ {0} et on pose

f+E* —R
. G2(X)
q1(x)

On note & = (ey,...,e,) une base de E, A; et A, les
matrices dans & des formes bilinéaires respective-
ment associées a q; et ¢».

1. Quelle est la nature de f (E*) ?

2. On note (-|-); le produit scalaire défini par q,
u I'endomorphisme symétrique associé a g» pour ce
produit scalaire. Déterminer la matrice M de u dans
la base 4.

3. Décrire f (E*) au moyen du spectre de M.

4. Application numérique : calculer f (E*) dans le cas
ol E = R? euclidien canonique et

{ch(x,y) = X+ y*+xy
G2(x,y) = x> =2xy+y?
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