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Exercice 1.

On note E 'ensemble des f € €2 (R, R) telles que:
VxeRy, f/(x)-1+x")f(x)=0.

1. Montrer que E contient une unique fonction fy
telle que
fo =1, f50)=1.

2. Montrer que f02 est convexe.

3. Etablir que
VteR:, fo(t)=1.

4. Montrer que 1/ fO2 est intégrable sur R;. On note,
pour tout x € R, :

+00 dt

fl(x)zfo(x)ﬁ %

5. Démontrer que fj € E.
6. Etablir que f{ <0et fi est bornée.

7. Quels sont les éléments bornés de E ?

Exercice 2.

On se propose de calculer la valeur de l'intégrale de Di-
richlet.

1. Résoudre I'équation

par la variation de la constante sur R .

2. Pour tout x € R+, on pose

+00 e—xt
@(x) :f dt
0

1+27 7

2.a. Etablir que ¢ est de classe €2 sur ]0,+oo[ et
trouver une équation différentielle linéaire du second
ordre dont ¢ est solution sur ]0, +ool.

2.b. Montrer que
Jlim 900 =0,

2.c. En déduire une expression sous forme intégrale
de ¢(x) pour tout x > 0.

3. En déduire la valeur de

= [,
0 t
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Exercice 3.

Soit (a,b) € R%. Montrer qu’il existe une unique so-
lution sur R, ayant des asymptotes en +oo et —oo, a
I'équation

y' —4y=alt|+b.

Exercice 4.

Soient p et g appartenant & €°([0,1],R) telles que g <
0. On consideére I'équation différentielle

B : y"+py +qy=0.

Soit (a, b) € R%. Montrer I'existence et I'unicité d’une
solution f de (E) telle que f(0) =aet f(1) = b.

Exercice 5.

Trouver x — p(x) pour que I'équation
Y4y +py=0

admette deux solutions y; et y» non constantes telles
que y» = y%. Résoudre alors I'équation.

Exercice 6.

Résoudre sur R le probleme de Cauchy

n_yo 2 0)=0, y(0)=0
yoy= o Y0 =0y @=0.

Exercice 7.

Déterminer les solutions définies sur R de I'équation

B :y =ly—x|

Exercice 8.

Soit f une solution sur R non identiquement nulle de
I'équation

(B): y'+e'-y=0
Montrer que 'ensemble des zéros de f est dénom-
brable.

Exercice 9.

Résoudre y" —2y' +2y = 2xe* cos(x).
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Exercice 10.

Soient E = €*°(R,R) et, pour f € E, u(f) I'élément de
E défini par :

VxeR, u(f)(x) = f'(x)—xf(x).
Montrer que p € £ (E) et déterminer Ker (u).
Lapplication pu est-elle surjective ?

Pour tout g € E, déterminer ,u_1 (1gh.

Déterminer po p.

@ ok b =

Résoudre
y'—2xy +(x*-1)y=0.

6. Résoudre p"(f) =0, pour tout n € N*.
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Exercice 11.

Soit f € (R, C), 1-périodique. Déterminer f sachant
qu’existent c € C et d € R tels que

VxeR, f/(x)=c-f(x+d)

Exercice 12.

Déterminer les f € %* (R, R) solutions de

y® 43" +y =|sin(x)|
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