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Colle n° 22 — Calcul différentiel
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Exercice 1.

On consideére 'evn E = R,[X] muni de la norme
! :
IP| = (f P2(1)dt)
0
ainsi que 'application f : E — R définie par

1
P :[ sin(¢P(1)) dt.
0

Montrer que f est différentiable en tout point de E et
exprimer sa différentielle en tout point de E.

Exercice 2.

Soit f: R" — R différentiable en 0 et telle que I'on ait
f(tx) = tf(x) pour tout x € R” non nul et tout ¢ > 0.
Montrer que f est linéaire.

Exercice 3.

Soit % un ouvert borné non vide de R" et f : % — R
une fonction continue sur %, différentiable sur % et
telle que f soit constante sur % \ %. Montrer qu'il
existe ue % telque df, = 0.

Exercice 4.

Soient n e N*, E =, (R) et

f: E—R"
M — (tr(M),tr (M?),...,tr (M™))

1. Prouver que f estde classe ¢! et calculer d fy; pour
tout M € E.

2. Montrer que, pour tout M € E,

rg(d far) = deg(um)

ol pps désigne le polynéme minimal de la matrice M.

3. Etablir que
Q={M€eE|xm=pum

est un ouvert de E.
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Exercice 5.

On munit R” de sa structure euclidienne canonique.
Soit f : R" — R" de classe €7 avec p = 1 telle que
f(0) = 0. On suppose que f’(x) est une isométrie pour
tout x € R”. Le but de 'exercice est d’établir que f est
une isométrie.

1. On suppose dans cette question que p = 2. Prou-
ver le résultat. On pourra dériver par rapport a x dans
I'égalité suivante :

V(x, k) € B, (f'(x)- hif'(x) - k) = (hlk).

2. On suppose dans question que p = 1.

2.a. Soit a € E. Montrer 'existence d'un voisinage V
de atel que

Y(x, ) e V2 Ifx) - fFOll=llx—yll.
2.b. En déduire que
Y(x,y) € V2, Y(h,k) € E?, (f'(x)-hIf'(y)-k) = (hlk).

2.c. Etablir que f’ est constante sur V.

2.d. Conclure.

Exercice 6.

On note % = R x R%. Trouver toutes les applications
f:1-1,1[— R de classe €? telles que I'application
F:9%¢ — R définie par

V(x,y) €%, F(x,y) =f( — )

coshy

soit de laplacien nul.
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Exercice 7.

On note f I'application définie de R?> dans R par
V(x,y) €R?, flx,y)=x*+2)y*—x.
On pose
D={(x,y) eR*| x¥* +y* <1}

et
H={xy) eR*|x*-y*<1}.

1. Représenter graphiquement les ensembles D et H.

2. Rechercher les extrema globaux et locaux de f sur
D.

3. Lafonction f admet-elle un maximum sur H ?

4. Déterminer les extrema locaux et globaux de f sur
H.

Exercice 8.

Soient E un espace euclidien de norme notée |-| et

f:E\{0} — E
X

_—

llx]1%

Montrer que f est différentiable et reconnaitre d f (x)
pour tout x € E\ {0}.

Exercice 9.

Etude de la différentiabilité de quelques normes.

1. Dans cette question E désigne un evn de norme
notée |-||. Montrer que ||-|| n’est pas différentiable en
0.

2. Dans cette question E = R". Etudier la différentia-
bilité des normes ||-[loo, II-ll1, lI-ll2 €t plus généralement
de |-l ou p>1.

Exercice 10.

Soit n € N*. Prouver la différentiabilité et déterminer
la différentielle de

f:GL,®R) — R
M — det(M)
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Exercice 11.

Soient n € N*, E = GL,(R) et

f: E—E
M — ‘com(M)

1. Montrer que f réalise en tout point A de E un ¢*° -
difféomorphisme d’un voisinage de V4 de A dans E
sur un voisinage V(4 de f(A) dans M.

2. f réalise-t-elle un €*° - difféomorphisme de E sur
E?

Exercice 12.

L'espace R" est muni de sa structure canonique d’es-
pace euclidien. Soient a et b deux points distincts de
R". Déterminer les points critiques de I'application

f:R" — R
x — x—al+lx-Dbl

Exercice 13.

Déterminer l'aire maximale d'un triangle dont les
sommets appartiennent a une ellipse fixée.

Exercice 14.

Soit J : R” — R de classe %2, on note J'(x) le gradient
de Jen x

1. Soit a > 0. Montrer que les assertions suivantes
sont équivalentes :

l.a. V(u,v) eR" xR",
J -7 Wlu-v)=allu-v|?

1.b. Y(u,v) eR" xR",
a 2 /
](u)BJ(vHE-IIu—vII +{J W) |u-v).

2. On suppose que J vérifie les conditions de la ques-
tion précédente et on considere un convexe fermé K
de R", on note Ji la restriction de J a K.

2.a. Montrer que
inf Jx(u
ueK]K( )
existe et que cette borne inférieure est atteinte.

2.b. Montrer que ug € K réalise le minimum de Jx sur
K si et seulement si

Vue K, (Ji(uo)lu—up) = 0.
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