
Mathématiques

2010 - 2011
Colle no 8 — Topologie & Approximation uniforme

Lycée Condorcet

MP∗

Exercice 1.

Soient E et F deux espaces de Banach.

1. Soit T : E → F une application linéaire continue

et « presque surjective » , i.e. telle qu’il existe C > 0 et

0 <α< 1 tels que

∀y ∈ F tel que ‖y‖É 1, ∃x ∈E ,







‖x‖ ÉC

‖y −T (x)‖ Éα

Montrer que T est surjective et plus précisément que

∀y ∈ F tel que ‖y‖É 1, ∃x ∈E ,















‖x‖ É
C

1−α

y = T (x)

2. Montrer que l’ensemble S (E ,F ) des surjections

linéaires et continues de E sur F est un ouvert de

L (E ,F ).

Exercice 2.

Soit E =C ([0,1],R) muni de la norme infinie ‖·‖.

1. On définit l’endomorphisme T de E par la formule

T (x)(t) =

∫t

0
x(s)d s

1.a. Pour n ∈ N∗, x ∈ E et t ∈ [0,1], exprimer T n(x)(t)

sous la forme d’une intégrale simple sur le segment

[0, t ].

1.b. Soit g ∈ E . Montrer que l’équation x −T (x) = g

admet une unique solution x dans E .

2. On définit l’application S de E dans E par la for-

mule

S(x)(t)=

∫t

0
x2(s)d s

2.a. Soit g ∈ E . Montrer que l’équation x −T (x) = g

admet au plus une solution x dans E .

2.b. Soit g ∈ E . L’équation x −T (x) = g possède-t-elle

toujours une solution dans E ?

Exercice 3.

On note

F =

{

f ∈C
0 (R+,R)

∣

∣

∣ f (x) −−−−−→
x→+∞

0
}

et on munit F de la norme infinie ‖·‖.

1. Soit f ∈ C 0([0,1],R) telle que f (0) = 0. Montrer

l’existence d’une suite de polynômes (Pn)nÊ0 vérifiant

Pn (0) = 0 pour tout entier naturel n et convergeant

uniformément vers f sur [0,1].

2. Montrer que

vect



en : R+ −→ R

x 7−→ e−nx

∣

∣

∣ n ∈N
∗





est dense dans (F,‖·‖).

3. Soient n ∈N et

fn : R+ −→ R

x 7−→ e−x
·

+∞
∑

k =n+1

(−1)k

k!
·xk

Etablir que ( fn )nÊ0 converge uniformément vers 0 sur

l’intervalle R+.

4. En déduire que

G = vect



eP : R+ −→ R

x 7−→ e−x ·P (x)

∣

∣

∣ P ∈R[X ]





est dense dans (F,‖·‖).
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