Mathématiques
2010-2011

Collen®1 — Suites et séries numériques

Lycée Janson de Sailly
MP;

Exercice 1.

Déterminer le comportement asymptotique de la
suite de terme général

Exercice 2.

Soient (1) 1=0 et (V) n=0 deux suites de nombres réels
telles qu’il existe deux entiers naturels impairs p et g
vérifiant

lim (u,+v,) = lim (uﬁ - UZ) =0
n—+oo n—+oo

Etablir que lim u,= lim v, =0.
n—+oo n—+oo

Exercice 3.

Soient a > 0 et (1) >0 la suite définie par

Uo

a

Up +u2

Up+1 = >

On suppose que (i) =0 converge vers 0.
1. Quediredea?

2. Prouver la convergence de (2" - uy) ;5 vers un réel
¢ strictement positif.

3. Trouver un développement asymptotique de u, a
deux termes.

Exercice 6.

1 n-—1
1. uy,=exp|cosh|—||-a- ouaceR;
= (cosh| =) a5

2. uy :sin(n\/ n2+1);

(-1"

3. Uup=—o———- avec a € R*;
(=1)"n% + n-*
4 —1 ;
- Un= ptan(r/4+1/n)
"
5. Up= ptan(r/4+1/n)
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Exercice 4.

Soit (u,,) € RN une suite bornée.

1. Montrer que (u,) 50 converge si et seulement sielle
admet une unique valeur d’adhérence.

2. On suppose que
lim (upe1—uy) =0
n—+oo

Montrer que I'ensemble des valeurs d’adhérence de
(Un) n=0 est un segment de R.

3. Soit I un intervalle borné de R, f € €(I,1), up € I
et (Up)nxo la suite définie par Vrn e N, uy41 = f(ug).
Montrer que (1) >0 converge si et seulement si

lim (up+1—up) =0
n—+oo

Exercice 5.

Soit (1) n>1 une suite a valeurs dans K telle que pour
tout n, m € N*

[Up+m — Up—Up| <1

Montrer que la suite de terme général u,/n est

Déterminer la nature de la série Y u,, dans les cas suivants :

convergente.

6. u,=¢nn)+afnn+1)+bén(n+2)ou(a,b) cR?;

7. Up= sin(n (2+ \/§)n),

T dt N
8. un:f — 5 - oua>0;
0 1+ (nm)%sin“(1)

O<u0<%
9. u,= ;

Vn=0, uy+ =sin(uy,)

1

10 un = T e

oul0<a<l.
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Exercice 7.

Pour tout entier naturel 7 non nul, on pose
n
bn=Y (-DFVk
k=1

1. Trouver un équivalent de b,,.

2. Montrer que (b, + by+1) =1 converge vers une li-
mite strictement négative.

. . - 1
3. Déterminer la nature de la série ) _ oo
n

Exercice 8.

Déterminer la nature de la série de terme général

(-1)lvnl

n

Un

Exercice 9.

Soit & € R. Pour tout entier naturel non nul n, on pose

0 si9figure dansI'écriture décimale de n

Uy = 1

— sinon
na

1. Discuter la nature de la série Y u;,.

2. Méme question en remplacant 9 par un autre
chiffre.

Exercice 10.

Soit a > 0. Etudier la nature de la série de terme géné-
at T4t

ral u, =

Exercice 11.

Prouver la convergence et calculer la somme de la sé-

e ¢ W1 v

n=1 n
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Exercice 12.

Pour tout entier naturel 7 non nul, on pose

" ¢n(k)
=k

an

1. Montrer I'existence de c € R tel que

n%(n)
ap = 2 +c+o0(1)

2. En déduire la convergence et la valeur de

1 {n(n)
n

+00
> (="
n=1

Exercice 13.

Soit p e N\ {0, 1}. Etablir la convergence et calculer

Exercice 14.

Soit x € [-1, 1]. Prouver 'existence de a € R tel que

lim sin@nrnla) =x
n—+oo

Exercice 15.

Soit }_ u, une série a termes positifs. Pour tout entier
naturel n non nul, on pose v, = (u; - - up)tn.

1. Etablir que, pourtoutn=1,

e
("> ——

n+1

2. Pour tout entier naturel » non nul, on pose

n
wp =Y kuy
k=1
- Wn
Montrer la convergence de la série )| ———.
n(n+1)

3. Montrer la convergence de la série )_ v, et établir

que
+00

+00
Z vp<e- Z Up
n=1

n=1

4. Cette inégalité est-elle optimale ?
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Exercice 16.

Soit Y u;, une série a termes strictement positifs. On
suppose qu’il existe S € R et k > 1 tels que

1
M =1- é + O (_)
U n nk
I C
1. Etablir I'existence de C > 0 tel que u, ~ —5-
n
2. En déduire la nature de }_ u,,. Ce résultat est appelé
regle de Gauss.

3. Pourtout ze Cet n€ N, on note (2), =z-(z+1)-
(2+2)---(z+ n) avec la convention (z)g = 1 et on pose

a)n- (b 1
Uy = @n- B 1 ol a,b et c appartiennent a R}
(©)n n!

La série ) u, est appelée série hypergéométrique de
Gauss. Etudier sa convergence.

Exercice 17.

Soit (u)n=0 une suite de réels strictement positifs
tellle qu’a partir d'un certain rang

u n
Uner 1
Uy n+2

1. Quedirede Y u; ?

2. Proposer une généralisation.

Exercice 18.

Soit ) u, une série a termes réels et convergente.
Montrer que

Z kui =o0(n)
k=0

Exercice 19.

Soit (an)p=1 € RN une suite a termes positifs de limite
nulle. On suppose que la suite définie par,

Vn=zl, up,=a +---+a,—nay

est bornée. Etablir la convergence de la série }_ a,.

Exercice 20.

Soit (an)p=1 € RN telle que la série ). a‘fl soit conver-
gente. Pour tout entier naturel z non nul, on pose

Etudier (u;,) 1.
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Exercice 21.

Soit (#,)n>1 Une suite positive décroissante qui tend
vers 0, on pose

n n
Sp=) ur et Tp=) k(ug—uUs1)
k=1 k=1
1. Calculer T, en fonction de S;,.

2. Montrer que les séries }_ u, et Y n(u, — uy+1) sont
de méme nature et que, si elles convergent, elles
convergent vers la méme somme.

3. Soit p € N*. Prouver la convergence et calculer
+00 1

>

o hn+D)(n+2)---(n+p)

Exercice 22.

* a
. N n
Soient (a;)n,=0 €RY eto >0 tels que Z P converge.
Montrer que
am+ar+--+a
lim 2T

n—+oo no

Exercice 23.

Soit (x5,) n=0 une suite de réels strictement positifs telle
que la série ) x,, diverge. On note (X}) ;>0 la suite des
sommes partielles de }_ x,. Montrer que la série ). f(—')’l
diverge.

Exercice 24.

Soit x €]0,1].

1. Montrer qu'’il existe une et une seule suite crois-
sante (q,)n=1 d’entiers supérieurs ou égaux a deux
telle que
+00 1

=y ——
n=19192"""qn
2. Montrer que x est irrationnel si et seulement
Si (gn) n=1 est stationnaire.

3. Montrer que e est irrationnel.
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