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Exercice 1.

Soit p un nombre premier impair.
1. Dénombrer les carrés de Z/pZ.

2. Sixe Z/pZ*, montrer que x est un carré si et seule-
ment si xP~1/2 =1,

Exercice 2.

Soient p un nombre premier et g dans N* premier
avec p. Pour tout entier naturel n» non nul, on note
t, l'ordre de g dans le groupe Z/p"Z. Montrer que
(tn+1/ th)n=1 est stationnaire.

Exercice 3.

Soient n = 2 et U '’ensemble des éléments inversibles
del'anneau 7/2"7.

1. Etablir que U est un sous-groupe multiplicatif de

z/2"7.
2. Calculer x2" pour tout x € U.

3. Trouver le plus petit entier naturel non nul k tel que
3k=11]2"]

4. Etablir que U est isomorphe a Z/27 x Z/2"~27.

Exercice 4.

Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5. On
écrit

1
-

(p— (p-1!
avec m e N.

1. Montrer que

¢: ZIpZ* — ZI/pZ*
1
X —_—
x
est une bijection.

2. En déduire que p? divise m. On pourra utiliser
I'égalité :

_l)
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Exercice 5.

Montrer que la somme de trois carrés d’entiers im-
pairs n'est pas le carré d'un entier.

Exercice 6.

Soient P € Z[X] et p un nombre entier premier et im-
pair.

1. Montrer que, pour tous x, h € Z,
P(x+h)=P(x)+h-P'(x) [h?]

2. Soit a € Z tel que P(a) = 0 [p] et P'(a) # 0 [pl.
Etablir I’existence d’une suite d’entiers relatifs (x;,) ;=0
telle que

vneN, P(x,)=0 [p™*!]

3. Soit y un entier non multiple de p. Pour tout entier
naturel n, on note (E,) I'équation

(En) : X*=y [p"]

On suppose que (Ep) posséde une solution. Etablir
que, pour tout entier naturel n, (E,) posséde une so-
lution.

4. Soit n € N*. Combien y-a-t-il de carrés dans
(z/p"z)”

Exercice 7.

Soient p un nombre premier impair et n € N. Etablir
que

(1+p)p” = 1+pn+1 [pn+2]

Exercice 8.

Soient p un nombre premier, a et b deux entiers tels
que aA p = 1. Pour tout entier naturel z, on considere
I'équation

(Ep) : a-x+b=0[p"]
1. Etablir que, pour tout entier naturel n, (E,) pos-
sede au moins une solution.

2. Comment trouver une solution particuliére de
(Ep+1) a partir d’'une solution particuliere de (E;) ?

3. Résoudre I'équation (E,) pour tout n € N.
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Exercice 9.

Soit p un nombre premier impair.

1. Montrer que le nombre de carrés dans Z/pZ est
égala 21,

2. Onsuppose que p =11[4].
2.a. Prouver I'existence de n € Z tel que nt=-1 (pl.

2.b. Montrer qu'il existe (a, b) € Z? tel que

<

0<b<\p et ’b-%—a

Sl-

2.c. En déduire que

p=(b-n—a-p?+b
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Exercice 10.

Soit p un nombre premier de la forme p =3u+ 1 avec
ueN.

1. Prouver l'existence a € IF; tel que a* # 1.

2. En déduire que -3 est un carré dans I'p,.
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