Lycée Jean-Baptiste Say PCSI

Mathématiques

Devoir libre n° 12

arendre le lundi 28 mars 2011

Nombres réels et suites

v

Lusage de la calculatrice est interdit durant I'épreuve.

v

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision de la rédaction.
» Sile candidat découvre en cours d’épreuve ce qu’il croit étre une erreur d’énoncé, il le précisera dans sa copie.

» Lépreuve comporte trois exercices sur les suites.
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Exercice 1 — Posé a U'oral de 'Ecole Polytechnique dans la filiere PSI en 2010

Soit, pour tout entier naturel n non nul, D,, '’ensemble des diviseurs de n dans N, d,, = |D;| et
un:dl+"'+dn
1. Soient n e N* et 1 < k < n. On note My 'ensemble des multiples entiers de k compris entre 1 et
n au sens large.
1.a. Calculer |My| au moyen de la partie entiere.
1.b. Etablir que
n
Un = | M|
=1

2. Montrer que

1 1

l1+=+:---+—~¥¢n(n)
2 n

3. En déduire que
u,~n-fnn)

Exercice 2 — Supplice binomial

Cet exercice a pour but de déterminer la limite de la suite de terme général

n (5 1/n(n+1)
un=|[1
(k=0(k))

On considere les fonctions de R} dans R définies par f(x) = #n(x) et g(x) = x-¢n(x) et les suites
de termes généraux

Fo=) f() et  Gu,=) g()
j=1 j=1

1. Etudier les variations des fonctions f et g.
2. Alaide d’'une intégration par parties, déterminer les primitives des fonctions f et g.
3. On cherche dans la suite de Uexercice a estimer les ordres de grandeur de F,, et de G,,.

3.a. Démontrer que pour tout entier n = 2 et tout entier kK compris entre 1 et n—1,

k+1
f(k)sf fde< fk+1)
k

En déduire 'encadrement, Vn = 2,
nénn)-n+1<F,<nfnn)-n+f(n)+1

puis un équivalent simple de F,,.
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3.b. Démontrer que, Vn = 2,
1, 1, 1 1, 1, 1
—n“-fmn)—---n"+-<G, et Gp,<—-n“-fnn)—--—-n“+gn)+-
5 (n) 1 2 n n 5 (n) 1 g(n) 1

En déduire un équivalent simple de G,.
3.c. Déduire des questions précédentes que
2
2 n
F,=o0(n") etque 2:Gp=n-Fy~—
4. Revenons a présant au sujet de l'exercice : les ordres de grandeurs de (Fy,) nen et (Gp) nen vOREt
nous permettre de déterminer le comportement asymptotique de () neN-

4.a. On pose v, = n(u,). Démontrer que, pour tout entier n = 1,

- . . NN—=2. !
v, e ((n+1) /m(n!)-2 kglfn(k.)

4.b. En intervertissant I'ordre des sommations, vérifier que, pour tout entier n = 1

n k
Y (Z 4n(j))=(n+1)-Fn—Gn
k=1

j=1
En déduire que
2-Gp,—(n+1)-F,

Vn=1, v, =
n-(n+1)

4.c. Conclure.

Exercice 3 — Suite définie implicitement

Pour n € N*, on définit la fonction f,, : R — R par
n

fr)==1+x+-+x"=-1+) x*
k=1

pour x € R.

1. On veut montrer que pour tout n € N*, il existe un unique u, €11/2,1] tel que f,,(u,) =0.
1.a. Que vaut f ? En déduire que le résultat est vrai pour n = 1, et donner la valeur de u;.
1.b. Expliciter f,, donner la valeur de u,, et montrer que u, < 1.

1.c. On suppose ici que n est un entier fixé supérieur ou égal a 2. Quel est le signe de f,,(1) ?
Montrer que

1
fn(l/z) = _ﬁ
Prouver finalement I'existence et 'unicité de u, €]1/2,1][ tel que f,,(u,) =0.
2. Etudede (uy)p=1.

2.a. Montrer que la suite (#,),>1 est décroissante.
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2.b. Montrer que
lim (u,)" =0
n—oo

2.c. Montrer que u, - (2 - (u,)") =1 pour tout n € N*.

2.d. Déduire des questions précédentes que (u,) ,en+ converge et préciser sa limite.
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Corrigé de I'exercice 1 — Posé a l'oral de I’Ecole Polytechnique dans la filiere PSI en 2010

1. Soient n € N* et 1 < k < n. On note M;
I’ensemble des multiples entiers de k compris
entre 1 et n au sens large.

1.a. Un multiple m - k de k est compris entre
1 et n si et seulement si1 < m-k < n, ce qui
équivaut a

lsmsﬁ

k k
Puisque 1/k < 1, le nombre d’entiers compris

entre 1/k et n/k vaut [ n/k]. Ainsi
n

Ml = |

1.b. Notons Q I'ensemble des couples (p, q)
d’entiers naturels vérifiant 1< p<n,1<g<n
et plg. A k fixé entre 1 et n, on dénombre
dy = |Dy| éléments de ) ayant pour seconde
composante k, Ainsi,

n
Q| = Z |Dil| = uy
k=1
De méme, a k fixé entre 1 et n, on dénombre
| M| éléments de Q ayant pour premiére com-
posante k ainsi,

n
Q=) | Myl
k=1
d’ou
n
Up = |Mk|
k=1

2. Soit n € N*. Appliquons la méthode des
rectangles a la fonction continue, positive et
décroissante f: R} — R.Ona

d’olt
1
n(n+1) < Z —</nn)+1
k:Ik

Puisque /n(n+1)~¢n(n) et1 < ¢n(n), on dé-
duit du théoréme d’encadrement que

n

Z l ~¥fn(n)
k:]k

3. Ona .
n
un= Y |5

Or,pourtoutl < k<n,ona

d’oti, par superposition de ces n inégalités,

k=1 k=1

et, d’apres la question précédente,

n-|y L nnmy»> —n
k=1 k

ainsi
Uy~n-fnn)

par le théoreme d’encadrement.

Corrigé de I'exercice 2 — Supplice binomial

1. Allons-y...
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» On sait que la fonction f est strictement
croissante sur R}, qu’elle tend vers —oo au voi-
sinage de 0 et vers +oo au voisinage de +oo.
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» La fonction g est dérivable sur R} (comme
produit de fonctions dérivables) et g'(x) =1 +
/n(x) pour tout x > 0. Par conséquent, la fonc-
tion g est strictement décroissante sur l'inter-
valle ]0,1/e] et strictement croissante sur 'in-
tervalle [1/e,+ool. Elle tend vers 0 (par valeurs
inférieures) au voisinage de 0, elle est nulle en
x =1 etelle tend vers +oo au voisinage de +oo:
la fonction g est donc strictement négative sur
10,1/e][ et strictement positive sur ]1/e, +oo].

2. Puisque I'énoncé demande d’intégrer par
parties...

f[n(x)dx:fl.én(x)dx

=xfn(x) —f fdx
X
=xfln(x)—x

et

2 2
fx[n(x)dx: x—fn(x)—fx—dx
2 2x

2 2

X X
= fnx)- =
2 n( 4

2

= JC—(z /n(x)-1)

4
3. Ordres de grandeurs de F, et G,,.
3.a. Comme la fonction f est croissante sur le
segment [k, k+ 1], YVt € [k, k+1],

flk)< f(0) < flk+1).

Apreés intégration sur cet intervalle, on en dé-
duit que

k+1 k+1 k+1

flode< fdr< f(k+1)dt,
k k

donc
k+1

fl< | fdes fle+1).

Additionnons ces encadrements, k variant de
1 an—1;dapreslarelation de Chasles,

n—1 n n—-1 n
Zf(k)gf fde< ) flk+1) =) f(k)
=l 1 k=1 k=2

ainsi

http://lkcz.free.fr

PCSI 2010-2011

Fn_f(n)sf f(t)dtan_f(l):Fn-
1

On déduit alors de la question b. que
nnn)-n+1<F,<f(n)+nfnn)—-n+1
D’apres 'encadrement précédent,
F,~nén(n)

par croissances compareées.

3.b. On procede de la méme maniere,
puisque la fonction g est croissante sur
[1, +oo[. On obtient alors

Gn_g(n)sf g(t)dISGn_g(l):Gn-
1

On déduit alors du 2. que

2
1
%[ZZn(n)—l] +Z <G,

2
1
Gn < "Z [2¢n(m) -1]+ +g(n).

Par croissances comparées, on en déduit que
2
n

3.c. Comme

F,~nén(n)
et que

nén(n)=o (nz),

ona

E,=o0/(n?).
D’apres les encadrements de c. et d.,

2

n 1
7—n+§<2Gn—nFn

n? 1
2G,—nF, < ?+2n€n(n)—n+5.

Comme les termes extrémes de cet encadre-
ment sont équivalents a n%/2, on en déduit
que

2G, — nF, ~n®/2.

4. Conclusion.
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4.a. D’apres 'expression des coefficients bi- On a ainsi
nomiaux comme quotients de factorielles,

n n k
Y fn(kh=) > In(j)=nm+1)F,-G,
k=1

1 n n! k=1j=1
PN PN
nn+1) = k!(n—k)! et, de facon analogue,
n n
=———1| ) ¢n(nY - ) fn(k) (n+1)¢n(n!) = (n+1)F,.
n(n+1) ;5 k=0
n D’apres la question f.,
- n((n-k)\)
n n —
(n+1)en(n) -2 fn(k) n{n+1)
_ k=0
B nn+1) _ 2G,—(n+1)F,
le changement d’indice k — n — k montrant nn+1)
que 4.c. D’aprés e.,
L L 2G,—(n+1)F, = 2G,— nF,+o(n*
Y n((n-k1) =Y en(k) n= Dy o o()
k=0 k=0 S LENP (n?)
4.b. Intervertissons’ordre de sommation : 2
donc
n k n n 2 2
. . — 2
Y Y=Y Y fn(j) 2Gp—(n+1F, _ 17/ +0 (n?)
k=1j=1 j=1k=j n(n+1) n?+o (n?)
n 1
=) (n—j+1)¢n()) = S +o(.
j=1
n _ no _ Par conséquent , la suite de terme général v,
=m+1) Z fn(j) - Z 1R2:10) tend vers 1/2 et la suite de terme général u,
J=1 J=1 tend vers /e = e'/? (puisque la fonction exp
= (n+1)F, - Gp. est continue).

Corrigé de I'exercice 3 — Suite définie implicitement ‘

1. lL.a. f1(x) = -1+ x. Léquation f;(x) = 0 admet comme unique solution sur R u; =1€]1/2,1].

-1-v/5 -1+5
T T.Comme

L.b. f>(x) = -1+ x+ x°. Les solutions de f>(x) =0 sont a = <0etf=

2<+/5<3, onaf€]l1/2,1[, donc u, = f eton abien uy < 1.

l.c. fn(1)=—-1+n>0car n=2.D’aprés la formule sur les suites géométriques, on sait que :

n

falx) = =1+ x~ X

pour x # 1,

1 1
En particulier, pour x = 1/2, on obtient f,,(1/2) =-1+1— on = ~on < 0. Puisque f;, est continue

sur R, donc en particulier sur [1/2,1], on déduit du théoréme des valeurs intermédiaires que f;,
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n
admet au moins un zéro sur |1/2,1[. Par ailleurs, f;, est dérivable sur R et f,’, (x) = Z kxk1s>0
k=1

pour tout x > 0, donc f;, est strictement croissante sur [1/2,1]. Il s’ensuit que l’équ_ation fn(x)=0
admet exactement une solution sur]1/2,1[.

2. 2.a. Fixons n = 1. Puisqu’on a vu que f;, est strictement croissante sur ]0, +oo,

Uni1 < Un < fu(Uni1) < fn(uy) = 0. Or pour tout x >0, 0na f1(x) — fn(x) = x"*1 >0.En
particulier on a donc fj+1(Un+1) — fn(Un+1) > 0, Cest-a-dire f,(un+1) < 0 puisque par définition
fn+1(Un+1) = 0. Ainsi, on a bien montré que u,+; < u, pour tout n = 1, donc que (u,) ;> est
décroissante.

2.b. Par décroissance, on a u, < u, et donc (u,)" < (uz)" pour tout n = 2. Par ailleurs, u,, =0 donc
0 < (up)" < (up)" pour tout n=2. Comme u; € [0, 1], liIP (up)" = 0. Le théoreme des gendarmes
n—+00

assure alors que lim (u,)" =0.
n—+oo

2.c. L'égalité demandée est triviale pour n =1 car u; = 1.

n+l
Pour n=2,onau, <u <1, eton utilise que f,(x) =-1+ N pour tout x # 1, donc avec
X = U, on obtient :
1
Up—un®
(Up) = -1+ —"1—=0.

Donc u, — u™ =1-u, puis 2u, — u"*' = 1= u, 2 - (u)™.

2.d. Comme1l=u,2-(u,)"),onau,=—— Onsaitque lim (u,)" =0donc (u,),>1
2—(uy)" n—+00
converge et
1
lim wu,=-.
n—+oo 2
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